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SOLUŢII 
   
Problema 1.  

a) Soluţie 
3A B B A O    . 
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Cum 1

3 33n nU U  rezultă că 1

32 3n n nB U   . 
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Problema 2  

a) Avem 1 2 1 2 1 2 1 2z z z z z z z z          (1) 

Dacă 
1 0z   atunci 1 2 1 2z z z z    devine 2 20 0z z   , deci ȋn acest caz afirmaţia din 

concluzie este adevărată. Dacă 
2 0z  , se procedează analog. Dacă 
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contradicţie cu (1). Deci şi ȋn acest caz avem 1 2z   sau 2 2z  . 

b) Din a) şi 
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Dacă  cos sin , 1,2k k k kz r t i t k    atunci (3) devine 
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Problema 3 

Soluţie  

a) Se demonstrează uşor prin inducţie că    0,2 , .nx n    

Considerăm funcţia      : 0,2 0,2 , 4 2f f x x     

Relaţia de recurenţă  1 4 2 ,n nx x n       se scrie sub forma    1 ,n nx f x n    . 

Punctele fixe ale funcţiei f sunt soluţiile ecuaţiei   24 2 2 4 0f x x x x x x           

 5 1 0,2x    . 

Funcţia f este strict descrescătoare, deoarece este egală cu funcţia care se obţine din compunerea 

funcţiilor x x  şi 4 2x x  , unde prima este strict crescătoare şi a doua strict descrescătoare. 

 Observăm că     2 2 2 ,n nx f f x n     şi      *

2 1 2 1 ,n nx f f x n    . 

Din f strict descrescătoare, deducem că f f  este strict crescătoare. 

Avem că 0 1 2

3
, 1, 2

2
x x x   şi 3 4 2 2x   . 

Deci, 0 2 5 1x x   şi 1 3 5 1x x   . 

Cum f f  este strict crescătoare şi 0 2 5 1x x            0 2 5 1f f x f f x f f     

2 4 5 1x x             2 4 4 65 1 5 1f f x f f x f f x x         

Prin inducţie se demonstrează că  2 2 2 5 1, .n nx x n      

Analog, din 1 3 5 1x x   , f f  strict crescătoare şi      *

2 1 2 1 ,n nx f f x n     se 

demonstrează prin inducţie că   *

2 1 2 1 5 1,n nx x n      . 

b) Prin urmare,   *
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 Trecând la limită ȋn relaţiile de recurenţă:  2 1 24 2 ,n nx x n       şi 

 2 2 14 2 ,n nx x n     , deducem 4 2a b   şi 4 2b a  , apoi scăzându-le avem că 
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a b  sau 4 2 4 2 2b a    . 

Dar, 2 1lim n
n

a x 


  ,  2 1n n
x   strict crescător şi 

1 1x  , deci 1a   (1) 

2lim n
n

b x


 ,  2n n
x  strict descrescător şi  2 5 1, 5 1nx n b         (2) 

Din (1) şi (2) avem că 1 5 1 5 2a b a b        . 

Cum 4 2a b   şi 4 2b a   rezultă că 4 2 4 2 2b a    , adică relaţia 4 2 4 2 2b a     

este imposibilă. 

Rămâne că a b  şi din ecuaţia 4 2a a   deducem că 5 1a   . 

În concluzie şirul  n n
x este convergent şi are limita 5 1 . 

 


