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SOLUTII

Problema 1.
a) Solutie A-B=B-A=0,.

C"=(a-A+b-B)" Zc (a-A)"“-(b-B)".Cum A-B=B-A=0, rezulta ci

C"=a"-A"+b"-B"

111 111
Matricea B se mai poate scrie B=2-|1 1 1|=2-U,,undeU,=|1 1 1
111 111
Cum U] =3"".U,rezulti cd B" =2"-3"".U,.
Matricea A se scrie A=B—6-1,=2-U,-6-1,=2-(U,-3-1,)
A”:Z”-(U ~3-1,)"
U,-3-1,) Zc u; ™ =U! -3-Cl3"2.U, +3-CI3" .U, —...+(-1)" " 3" .CM U, +

+(-1)"3"-ClM, = 3".U, (C ~Cl4+C2 ..+ (- 1)”*lcgfl)+(_1)“.3“c:|3:
=3U,-(-1)" ¢ (
An :2n_3n—1_((_ )
C”=2”~3”‘1~(b”-U3+(—1)

Problema 2
a) Avem |z|-|z,|=]z,- 2, =]z, + 7,| <|z|+]z,| (1)

n

1)"-3"-Cl 1, =31 U, (1) +(=1)"-3"-1,. Deci,
2+ (=

n-1

1)"-3 ) . In concluzie,

a"-Ug+a"+(-1)"3:1,).

Dacd z, =0 atunci |z, + z,|=|z,-z,| devine |z,|=0 < z, =0, deci in acest caz afirmatia din

concluzie este adevaratd. Dacd z, =0, se procedeaza analog. Dacd z, #0si z, # 0 atunci relatia

|1| Iz

contradictie cu (1). Deci si in acest caz avem |z,|< 2 sau |z,[< 2.

1 1
—_ 4 —
1 2

1) & — | >1 (2). Presupunand prin absurd ca |21| > 2, |22| > 2 se obtine ! +i <1in

|21| 2|

b) Dina)si z, #2, =7, #0,z, =0deci |2, +7,|=|z,-7,| = =1 (3).

Daci z, =T, (cost, +isint, ),k =1,2 atunci (3) devine
cos(—t1)+isin(t1)+ cos(—t,)+isin(t,)
f I

| =1. Ridicéand la patrat ambii membri si utilizand



N = .1 1 2cos(t -t
identitatea |Z|2 =7-7 se deduce relatia: —2+—2+M
o nr,

=1. Putem alege exemplul

solicitat cu cos(t, —t,)=0: r=r,=+2,t =71, :%_

Problema 3
Solutie
a) Se demonstreaza usor prin inductie ca X, €(0,2),(V)neN.

Consideram functia f :(0,2) —>(0,2), f (x)=+4-2-x

Relatia de recurenta X,,, =+/4—2-x,,(V)neN se scrie sub forma x,,, = f (x,),(V)neN.

Punctele fixe ale functiei f sunt solufiile ecuatiei f(X)=Xx<V4-2-Xx=x<x+2:x-4=0

o x=+5-1¢(0,2).

Functia f este strict descrescatoare, deoarece este egala cu functia care se obtine din compunerea

functiilor X —> \/; si X > 4—2X, unde prima este strict crescatoare si a doua strict descrescatoare.
Observdm cd X,,, =(f o f)(X, ). (V)N eN si Xy, =(f o f)(X,),(V)neN".

Din f strict descrescatoare, deducem ca f o f este strict crescatoare.
Avem ca X, :g, X =1X, :\/Esi X, :m.
Deci, X, > X, >5-1si X, < Xg <~5-1.
Cum fof este strict crescatoare si X, >% >5-1 =(fof)(x)>(fof)(x)>(fof)(v5-1
S % >%>V5-1= = (fof)(x)>(Fof)(x)>(fof)(VB-1) % >x>5-1
Prin inductie se demonstreaza ca X,, > X,,,, > J5-1, (V)neN.
Analog, din x <X <+5-1, fof strict crescitoare si X, =(fof)(%n,),(V)NeN" se
demonstreaza prin inductie ¢a X,, ; < X,,,; < J5-1, (V)ne N
b) Prin urmare,0<x,, , < \/g—l,(V)n eN" si (Xy), strict crescitor, deci existd
a=limx,,, e(0;v5-1].
Din /5 -1<x,,,(V)neNsi (x,, ), strict descrescator deducem ca existd b = limx,, e |:\/§—1; 2) :
Trecand la  limitd 1in relaiile de recurenta: X, ,, = m (V)neN i

Xon =+/4—=2-%,,,(V)neN, deducem a=+4-2b si b=+4-2a, apoi scizdndu-le avem ca
4-2b—(4-2 2(a-b

( a) < a-b= (a ) =
J4-2b++4-2a J4-2b++/4-2a

a-b=+4-2b-+4-2a < a-b=

a=b sau V4-2b++/4-2a=2.
Dar, a=1limx,, , , (X,,), strict crescitor si x, =1, deci a>1 (1)

b=1imx,,, (X, )n strict descrescitor si X,, > J5-1, (V)neN=b> J5-1 (2)

=i
Din (1) si (2) avem cd a+b>1++5-1=a+b>+5>2.

Cum a=+4—-2b si b=+4—2a rezulti ci J4—2b +/4—2a >2, adici relatia \/4—2b +/4—2a =2
este imposibila.

Ramane ca a=Db si din ecuatia a=+/4—2a deducem ca a= \/g -1.

Tn concluzie sirul (Xn )n este convergent si are limita \/g -1.




